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Kemiai vegyuletek kromatografids
elvdlasztdsdanak sztochasztikus
elmélete és implementdldsa R alatt
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Kémiai elvdlasztds — kromatogrdfia

e 1950-es években indult
e Papir(vékonyréteg)kromatogrdafia
e Novényi pigmentek elvdlasztdsdra
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Folyadék(oszlop)kromatogrdafia — HPLC

/" Injector Packed Particles | a @ a

HPLC Column

e Mozgdfdzis (folyadék) pumpdval dramoltatva
o Allofdzis oszlopban (dltaldban szilika szemcsék)



Kromatogrdfia mint sztochasztikus folyamat

Binomidlis eloszldsu folyamatjelzék

q=1-p p T
'/_\/_]_\‘ P(X, =1) = (n:) prr gt = (é)p 2 q°
]P)(TL — 'r') — % (é) pT;L qT_ZL
XO_O First-passage/hitting-time eloszlds
Azonban ez csak ures oszlopra érvényes
X=-1 X =0 X =1

e 1D véletlen bolyongds (random walk on Z with absorbing boundary at L)
e Hap=g=05 = diffuzid
e Hap>qg#0 = diffuzié + drift

(diszperzid) (advekcio)



1D véletlen bolyongds — levezetés

(1) Kombinatorikai levezetés

Ebbdl kdvetkezik a binomidlis eloszlds
A jobbra és balra Iépések utdn helyzetink /-nél

van, ehhez r + [ pdros szdmunak kell lennie

n, — r+1
ny+n_=r + )
ny —n_ = [ Egyenletrendszer megolddsa 1y — T';l

(2) Levezetés karakterisztikus fUggvénnyel
Az 1- és r-lépéses karakterisztikus figgvény:

¢1(k) =E[e'*2X] =pet* + g% ¢, (k) = (¢1(k))" = (pe' " + g *F)"

Az inverz Fourier tétel és az aldbbi azonossdgbdl levezethetd a keresett binomidlis alap

]P)(XT = l) = -2—1ﬂ_- f7r e‘“"l (pGZk —+—q_2k)rdk

—T

(peik i q—ik)r — Z:’nzo(peik)m (qe—ik)r—m



Osszetett Poisson-folyamat

T .
flow
‘ >
elsérendl reakcidkinetikdt és
Adszorpcio: Pois(A,) figgetlen eseményeket
Deszorpcio: Pois(A,) feltételezOnk (4llandé hazard)

Szabad dllapotban v sebességgel drift
Diffuziétdl eltekintUnk most

First-passage eloszlds

Giddings & Eyring (1955)

fr(t) = e Mto§(t —tg) +
e—/\M t()—)\g (t—to) AS AM tO
I1(2 v/ Xs A to (E—t0))

Vs Aur to (t—to)

t [, oszlop hossza
0= —

holtidé
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https://en.wikipedia.org/wiki/Bessel_function
https://www.probabilitycourse.com/chapter4/4_3_2_delta_function.php

Osszetett Poisson-folyamat — levezetés

1. Mivel t, id6t tOlt egy részecske a mozgofdzisban, az
adszorpciok szdmdnak vdrhatd értéke: st
M b0

2. t,id6 alatt radszorpcié eléfordulasdnak valoszinisege:

()\M tO)T e—)\M tO
7!

3. r adszorpciét r deszorpcié kell, hogy kévessen (mivel a
részecskék a mozgdéfdazisban indulnak).
r-1deszorpcié valészinUsége tidé alatt:

()\S t)r—l e_)‘S t
(r—1)!

4. Pontosan 1 deszorpcié elé6forduldsdnak valdszinUsége t
és t + dtidbintervallumban: >\S dt

5. A 2.-4. tagok szorzata megadja annak valdsziniségeét,
hogy a részecske tés t + dtiddintervallumban ér az oszlop

végéhez: fL|7' (t)

6. A first-passage eloszlds:
fu(t) = Zf-io ler(t)

7. Felismerve az elséfaju n-ed rendG modositott Bessel
fUggvény sorfejtését eljutunk a keresett kifejezéshez:

L(2VZ) _ oo
7 — Zsz m! (m+n)!

8. A fenti eloszlds csak az adszorbedlt dllapotban térténd
vdrakozdsi idéket veszi figyelembe, ezért kell a végleges
formdban alkalmazni egy t, idéeltolds.




Felirds karakterisztikus fuggveénnyel

Legyen az adszorpcid/deszorpcié események szama N,

kdztUk indej(J ugrasokkal:

N ~ Pois(Aptg) Xi= Zjvzl Y;

Az események figgetlensége feltétele miatt az L eléréséig
eltelt id6é karakterisztikus fuggvény:

pr(k) =e'*h 3% (P(N = n) [py (k)]

Behelyettesitve a poisson eloszlds sulyfiuggvényét:

Qar o) [ (k)]

¢r(k) = e'Ftoermto fo:o nl

Atirjuk a kifejezést az exponencidlis forma sorfejtésének

segitségével: o a" a
Dm0 5T =€

¢L(k) — ei kto+Au to (dy(k)—1)

McQuarrie (1963-1967)
Dondi, Cavazzini, Felinger (1990-)

Véqguk az exponencidlis eloszldsu
ugrdasokat behelyettesitve kapjuk az
aldbbi alakot:

Y ~ Exp(As) ¢y(k) = _1_1}%5

; 1
e’l, kto+Anto ( T kA 1)

o1 (k)



Felirds karakterisztikus fuggveénnyel

BetesszUk végul a diffuzid hatdsdt is a krakterisztikus figgvénybe. Azonban nem egyszer(G konvolucioval, mivel a
diffuzidé és advekcié nem fuggetlen folyamatok: diffuzié csak deszorpcié dllapotban valdésul meg. Tehdt be kell dgyazni
a két folyamatot egymdsba.

Un. subordination mdédszerrel ha egy folyamat R = M(U(t)) alakban irhaté fel, akkor azt mondjuk, hogy az M(t)
folyamat (itt a teljes diffuzié + drift) akkor valdésul meg amikor az U(t) egy kitintetett dllapotdban vagyunk
(deszorpcid). A karakterisztikus fuggvényekkel az aldbbi alakban irhatdk fel:

o uw) (k) = du( — ilog(du(k)))

Az aldbbi 2 kifejezést haszndlva kapjuk végul a teljes karakterisztikus fUggvényt:

bu(k) = 77 VI log(éar(k)) = ik + Aar (s — 1)

Az el6z6 didban levezetett karakterisztikus fuggvény

Einstein képlete a diffuzié + drift folyamatra
t,-ra normalizalva

inverz Gauss eloszldssal felirva, ahol D a diffuziés dllandé

v 4Dik /A
51 (k) = P O RES )




Implementdlds R alatt

2.0
151
w 1.01
0.51
e//
/|1
/ \\.
0.01
0.0 25 5.0 75 10.0

cf_1site_t@_disp <- function(omega,

with(pars,

to <-L /v

exp
vxL/(2x*D)* (1 - sqrt
1 -4*D#* 1i *x omega * t0 /
1 + (lambda_M / lambda_S) /
1 - 11 % omega / lambda_S

v x L

*
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..megegyezik a makroszkopikus modellel

Statisztikai mechanikdban a Fokker-Planck egyenlet irja le ezt a folyamatot, amelynek tébb vdltozata is ismert:
Langevin, Einstein-Szmolucsovszkij, Klein-Kramers, Navier-Stokes, Black-Scholes

# fx(@) = =3 (e, ) fx(e,8)] + F= (D@, ) fx(a, )

Kromatogrdfidban az aldbbi egyenleteket kapjuk (Un. Lumped kinetic model):
0 0 0 _ 02
=c(z,t) + F 5q(z,t) +vg-c(z,t) = D 5~c(z,t)

%Q(wat) =AM C(wat) — As Q(:B?t)

11



..mint Lévy-folyamat

X, =bt+oB,+ 3", Jy

¢Xt (U) — et (ibu—% o® w A (¢s(u)—1)

12



Levy-Hincsin reprezentdcido R-ben

# Gamma jump distribution
phiJ_gamma <- function(u, shape, rate

exp(shape * (log(rate) - log(rate - 1i * u
Fit of peak 1 Fit of peak 2 Fit of peak 3
31 ' # Compound Poisson + Browninan + drift using Lévy-Khintchine formulation
compPois <- function(t, b, sigma2,
\ lambda,
0.4+ jump_shape, jump_rate,
21 Umax = 150, N = 2°13
phi_levy <- function(u, t, b, sigma2, lambda, phiJ
# phiJ(u): characteristic function of jump size J
14 0.2 4 psi_drift <-1i * b *u
N psi_brownian <- -0.5 * sigma2 * u*2
psi_compPois <- lambda * (phiJ(u) - 1
‘{\J psi <- psi_drift + psi_brownian + psi_compPois
AJ — 04 - 0.04 exp(t * psi
12 3 4 5 0 1 2 3 4 5 00 25 50 75
t t t

phi_levy_compPois <- function(u, t) phi_levy
u, t, b = b, sigma2 = sigma2, lambda = lambda,
phiJ = function(uu) phiJ_gamma(uu, shape = jump_shape, rate = jump_rate

return(pdf_from_cf_fft(phi = phi_levy_compPois, t, Umax, N




..mint Markov-ladnc folyamat

A
M =% § (mobility = 0) animdcié

S 25 M (mobility = N'(vt,2 Dt))

wb(k,t) = A(k) b(k,1)

— — 1 —DEK*> )\
Alk) = ( s 'i\k'v ;)
M —AN\S
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http://pdujnv-mirzahosseini0arash0semmelweis.shinyapps.io/hplc_fpt_dashboard_mp4/

Kromatogrdfia + interkonverzié = Batman

~N

Keller & Giddings (1960)

Adszorpcio: Pois(AM, ) €s Pois(A
Deszorpcio: Pois(As’A) es Pois()\s’B)
Szabad dllapotban v sebességgel drift

M,B)

Interkonverzié: Pois()\fsmt) és Pois(A *') az dlléfazisban, valamint

egységes Pois(A™°P) a mozgdfazisban




Giddings eloszldas

a=0.2 a=0.2

£ 0.0081 0.0084
g

£ 00061 0.006
_ —a(l-z)-bx =

pl(a:) =ae (17 IO(2 Vabz (1 - "E)) g 0.004 0.004 -
IS
©

_ Jab(-z) _a(l-z)-be © 0.0021 0.0024
p2(z) =4/ ——e Ii(2/abz (1 —x)) S

‘g 0.0004 0.0004

p3(a: = 0) —e @ 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
time time
— Elution profile == Paa =+++ Pag == Pa == Pgg ++++ Ppga — Pg

Hasonld megfontoldsokbdl, amelyekkel az 6sszetett Poisson-folyamatot levezettik, itt is hasonldan jarunk el.
VesszUk az aldbbi 3 valészinUséget, ahol egy részecske Utja sordn az oszlopban jeldlje x azt az idéhdnyadot amikor a részecske a ‘B’ dllapotban van:

1. Egy részecske ‘A’ dllapotban indult és ‘B’ dllapotban ért célba.
2. Egy részecske ‘A’ dllapotban indult és ‘A’ dllapotban ért célba, mikdzben legaldbb 2 interkonverzidn dtesett.
3 Egy részecske ‘A’ dllapotban indult és ‘A’ dllapotban ért célba, mikdzben nem esett dat interkonverzién.

A fenti 3 valoszinUség a feltintetett képletekkel irhato fel, ahol a = A 7P°T és b= N %PT, a varhato oda-vissza interkonverzidk szama. A kiinduldsi ‘B’ dllapotra
azonos maédon felirhaté a 3 valdszinUség, csak a és b, valamint x és 1-x szerepét kell megcserélni.

Végul a kiinduldsi ‘A’ és ‘B’ formdk valdszinUségeit dsszegezni kell (sulyozva a kiinduldsi ardnyaikkal) és az interkonverzid nélkili kromatogramokkal vett
konvolucié adja meg a Batman csucsokat. 16



Automatizdlt kromatogram elemzés R-ben

Adatok beolvasdsa

Preprocessing

Kezd®
parameéterek

2 lépéses

optimalas

- KUlonbozo
mUszerekbol
szadrmaznak adatok.

- Egységesités: CSV.

- Automatikus
encoding felismerés és
beolvasds.

- Kromatogramok
zajszUrése (loess),
alapvonali korrekcidja
(cubic poly).

- Csucsok automatikus
felismerése

(pracma: : findpeaks)
és els® 2 momentum
becslése.

- Sztochasztikus - Paraméterek és
modell szimulacio. gorbeék exportja CSV
- Differential evolution és PNG formd&tumboa.
(DEoptim), lassy de - 400 kromatogram
stabilan konvergdl. (tébb ezer adatpont /
- Levenberg-Marquadt meérés) ~ 12 ora.

warm-start-bol meég
kdzelebb hiuzza az
illesztést.

17



Latszolagos vs fazis-specifikus interkonverzio

Az egyes kromatogramokbdl ladtszélagos interkonverzids ratdat kapunk, amely a valddi ratdkbdl tevddik dssze:

)\app — )\mob )\stat
f 1+kfaCt + 1+kfaCt kfact . TL_tU
= —to
app __ mob stat
AT - 1_|_kfact A + 1+kfact A

SzUkséges kisérleti elrendezés:
e TObb mozgdfazis: acetonitril, etanol, metanol
e TObb dlléfazis: 4 fajta celluldz
o Feltételezzik, hogy a mozgdéfdzis- és dlloéfdzis-specifikus rdtdk kdzott nincs interakcid
e TObb dramldsi sebesség
o  Segit az interkonverzids ratdk pontosabb becslésében
e Tobb hémérséklet
o  Azinterkonverzids ratdk hémérsékletfUggése jobban latszik

18



e V e l t I I l O d e I I Stationary phase specific constants Stationary phase specific constants Mobile phase specific constants

forward direction reverse direction
Lux Cellulose-1 Lux Cellulose-2 Lux Cellulose-1 Lux Cellulose-2 ‘acetonitrile ‘ethanol methanol
9 9 3
o \ B
-10
-1 |
.
" \
2 - \\
-12 \
] .\\ L]
£ . £ e\ |Re
i» Lux Cellulose-3 Lux Cellulose-4 L"LL Lux Cellulose-3 Lux Cellulose-4 gx L) X\
E z - \
= RS IEA <
fit_lmer <- lmer e L 1 .
-10 % o
response_tr ~ k_fact + k_fact:direction + -10 Q o
-1 Gl
1 | eluent:Temp) + -1 _ \
12
0 + k_fact:direction | col_name:Temp), 12 . g
-13 o -12
data = dat, 5
p _ S P o S P D DS e S DD D 0 S P D DO S S U e R S T S N )
weights = weight, Q@l@i@”’@i Sy \@Q@i@i @%@&@ QQ@“@iQQ"iQn%QQQ9QQ@ Q@l@i@i FES FFFFFEFFEFES
control = lmerControl VT (1K) T (1K) 1T (1K)
check.conv.singular "ignore",
optimizer "bobyqga"
Residuals vs Fitted Normal Q-Q of residuals Residuals vs capacity factor
B B °
»
019, + S 01 - o
04 ° % &
o 0
2 ® %0 3 & ©
50.0———%0——5 —————————————— g 00 = 2 -o==-
g ° N a0 nm)
4 ° E ® 4
-0.1 < -0.1
2
g
o 73 ° °
-0.2 - 024 o 0.2 &
0.0 0.1 02 03 04 05 -3 & 2 3 0 4 5

X 2 A 0 1 2 3
Fitted values Theoretical quantiles Kiat (1/s)



Eluent = ACN | Col = CELL4 Eluent = ACN | Col = CELL4 Eluent = ET | Col = CELL4

° T =298.1 K| flow = 1.2 mL/min T =303.1 K| flow = 1 mL/min T =308.1 K | flow = 1 mL/min
B O e S I O e ] ] >‘00100
I I l 3 : k] 3
S 4000 /\/\\\/\‘ £ 0.00767 S 0.0075
£ ‘ \ | E £ )
= 0.004 ’ \ ° 0.00504 g 0.0050
& 0.002 Ij ‘\  0.0025 1  0.0025 /
s / <} <] / .
Z o004, ! : \|2 0.00004 / . ! |2 000004 = : : \\-
200 220 240 220 240 260 280 160 170 180 190
time (s) time (s) time (s)
Eluent = ME | Col = CELL1 Eluent = ME | Col = CELL2 Eluent = ET | Col = CELL1
neg_log_post <- function(par T =303.1 K| flow = 0.6 mL/min T =313.1 K| flow = 0.6 mL/min T =283.1K | flow = 1.2 mL/min
pars <- unpack_par(par, C, E 50008 z | | 2z I | |
sse_vec <- future_sapply(1:N, function(i & 0008 8 o010 & 0010 ’/ /
. . < < £
yhat <- predict_run(i, pars, alpha = 0.5 0,004 E © % AR
if (any(!is.finite(yhat éumz é 0.005 § 0003 U
message("Non-finite yhat at run i = ", i 15} 15} <] ’ \
Z 0.000 Z o000 -~ Z 0.000 =
return(1e100 300 350 400 450 400 500 600 140 150 160 170 180
time (s) time (s) time (s)
r <- y_mat i _ yhat Eluent = ET | Col = CELL3 Eluent = ET | Col = CELL3 Eluent = ET | Col = CELL3
_ ,
if (any(lis.finite(r T =308.1 K| flow = 0.6 mL/min T =313.1 K| flow = 0.9 mL/min T =308.1 K| flow = 0.7 mL/min
] q . g 2 2 i =
message("Non-finite residual at run i =", i B 0,020 B B
- ’ g 5 g
return(1e100 £ bis £ 0.0104 £
o o o
Eoon B ool z
s s T
£ 0.005 £ £
o o o
Z 0.000 Z 0.0004 =z
. . 180 200 220 240 260 280 150 155 160 165 170
data_term <- inv_2sig2 * sum(sse_vec time (s) time (s) time (s)
prior_term <- prior_penalty(pars Model fit quality across runs
val <- data_term + prior_term
if (lis.finite(val)) 1e100 else val 3e-03 Eluent
ul 1e.03 ° ACN
= e ET
® 304
ME
1e-04
03 1.0 3.0 10.0
fitted @
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Validdcid fuggetlen kisérletekkel

In(k™®/T)

-10 4

121

Mobile phase-specific parameters

ACN

0.0032 0.0033 0.0034 0.0035

-10.54

-11.54

-12

EtOH
-8.5 1

MeOH

-9.54

.5 T T T T
0.0032 0.0033 0.0034 0.0035
1T/K)

0.0032 0.0033 0.0034 0.0035

source

-~ CD
& EB
- MEM
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