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Markov lanc Monte Carlo eljarasok

Ceél: a posterior eloszlasbol véletlen minta generalasa a
likelihood filiggveny és az a priori eloszlas ismeretében.

Tudjuk, hogy a posterior eloszlas a likelihood fliggvény és az a

priori eloszlas szorzataval aranyos 7 e EERO W
_ pedig a modell
P(0]Y) x L(Y|0) - P(0) paramétereinek a vektora

Kiindulunk egy kezdo parameétervektorbol. Valamilyen szabaly
szerint kisorsolunk ebbol egy kovetkezot. Ezt az eljarast
sokszor megismeételjuk.

Ay ity bapott minta demei mem (iiggetlench!
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Markov lanc: allapotok olyan véletlenszerli X, Xi,..., X ...
sorozata, ahol az aj allapotba torténo atmenetek
valoszinliségei csak az aktualis allapottol fiiggenek, a
korabbiaktol nem.

at,Xt_l = A1, ...,XO = ao) =

P(X;11 = 11X,

P(X;11 = ap11Xe = ay)

Ha az atmenetvaloszinliseég nem fligg t-tol, akkor a Markov lanc
homogeén, kiildnben inhomogén.

AW&&W&’@MM ik 4
lendes illarotom | 2ii i L suge

Lang Zsolt



Bayes-i modellek — KBT, 2019. november 29.

Példa: Xt+1 = Q- Xt + Et+1, Xt 1 Et+1) €t+1~N(O, 0-2)
Gauss-Markov folyamat.

£y Markoy lime, b |a] < 1..
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Stacionér eloszlas (equilibrium): az allapotok olyan
valdszinliségeloszlasa, ami nem valtozik t-rol t+1-re.

Nm P {a; Z/z a‘ z P / Z K; .
Sokszor viszont minden kezdeti allapotbdl elobb-utobb

stacioneér eloszlasu lesz a lanc egymast koveto allapotaibdl allo
minta.

%WWW M MVWVW(A«M

Nem létezik stacionér eloszlas, ha az allapottér egymastol
elvalasztott, nem atjarhato komponensekbal all.
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Nehezen bejarhato
allapotter

Eloszlas
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Metropolis algoritmus

Olyan Markov lancot szeretnénk generalni, aminek stacioneér
eloszlasa megegyezik a posterior eloszlassal.

RAgzitiink egy q(11|@) atmenetvaloszinlseg-fliggvenyt. Kiindulunk
egy kezdd 6, parameétervektorbol. Eloszor generalunk 6,-bol egy
1 javaslat”-ot. Ezt azonban csak akkor fogadjuk el, ha ,koze van”
a posterior eloszlashoz. Ez pontosabban azt jelenti, hogy
kiszamitjuk a

P(uly)  L(Y[w-P(W

P(90|Y) L(Y|90) 'P(Ho)

hanyadost €s ha ez legalabb 1, akkor biztosan elfogadjuk -
t, kilonben pedig csak a hanyados valoszinilségével
kisorsolva fogadjuk el. Elfogadaskor 6, = u, elutasitaskor 9, =

0,. Ezt ismételgetve kapjuk a 8,, 84, 65, 85, ... mintat.
Lang Zsolt
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A kapott sorozat Markov lanc, hiszen az Uj paramétervektorra

vald atmenet valdszinlségeit az aktualis paramétervektor
meghatarozza.

Tétel: Ha a q(ul@ atmenetvaloszinlséeg-fiiggvény
szimmetrikus, azaz fennall, hogy q(u|8) = q(0|u), akkor a

0,,04, 05,05, ... parametersorozatnak csak a posterior eloszlas
lehet a stacionéer eloszlasa.

AWWWWW,
Wﬂ zz Z/z :‘ z P y Z Z/!
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Metropolis-Hastings algoritmus

Ha q(u|@) nem szimmetrikus, akkor 6 aktualis paraméter
mellett a p javaslat felol a

P(ulY) - q(0|w)
P(OIY) - q(116)

hanyados alapjan dontiink. Ha ez legalabb 1, akkor biztosan
elfogadjuk, kilonben a tort eértekenek megfeleld valoszinlséggel
fogadjuk el. A Metropolis-Hastings algoritmus a Metropolis
algoritmus altalanositasa, hiszen ha q(u|@) szimmetrikus,
akkor a tortet az elozo alakura lehet egyszerdsiteni.
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Miért mukodik?

A Metropolis-algoritmusra ellenorizzik, hogy ha létezik
stacionér eloszlas, akkor ez megegyezik a posterior
eloszlassal. Tegylik fel, hogy g(08) stacionér eloszlas,
megmutatjuk, hogy akkor g(@) csak a p(@) = P(@|Y) posterior
eloszlas lehet. A P(6,,0,,,) egyittes valoszinlseget a feltételes
valoszinliség definicioja szerint kétféleképpen felirva kapjuk, hogy

P(0;,0;,1) = P(0,0;:1) - g(0;:41) = P(0,:110,) - g(8,).
Ebbol kdvetkezik, hogy

P(0:.1| 0,) _ g(0¢11)
P(6.0.41) g,

Lang Zsolt



Bayes-i modellek — KBT, 2019. november 29. 12

A P(6,.,/08,) atmenetvaldszinliseg a q(0,.1|0,) javaslat-
valdszinlség és az elfogadas valoszinlségenek a szorzata.

Tegyik fel, hogy »(6,.,) <p(0,), ekkor az elfogadas
valoszinlisege  p(0,.,)/p(0,), igy az atmenetvaldszinliség
P(0:110,) = q(6¢4+16,) - p(0:+1)/p(0,). A masik iranyban az
atmenetvaloszinliseg P(0,|0,.,) = q(0,|0,.,) - 1. Kihasznalva,
hogy q(0,.1/0,) = q(8,|6,.1), kapjuk, hogy

P(0:.4|0,;) _ JCIY,
P(6.60..1) p(6,)
Ez csak ugy lehetséges, ha g(0) és p(0) megegyeznek. A

p(0,.1) > p(0,) feltétezés mellett hasonlo szamolassal ugyanezt
kapjuk.
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Hamilton Monte Carlo modszer

Ez a rész a Betancourt MA: Conceptual Introduction to Hamiltonian
Monte Carlo dolgozat kivonata.

A Markov Idnc Monte Carlo (MCMC) modszerek célja valamilyen véges
dimenzidos Q parameétertéren  értelmezett w(q) valdszinUséqi
sUrUségfuggvénynek (a g paraméter medfigyelt adatoktdl figgd
posterior eloszldsdnak) a megismerese. Enhhez tdbb kUlonbdzd, eldre
definidlt f: Q - R valds értékl fuggvenynek az

En(f) = j F (@) n()dg
Q

varhato értekét (f-nek a teljes Q paramétertéren vett atlagat) kdzelitjok
az f fuggvenynek a q4, q5, ..., qy, ... Markov ldncon megfigyelt

N
A 1
fn = NZO]C(CITL)

atlagaval.
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Definicio: (staciondrius folyamat ergodikus). Ha a g4, g5, ..., gy, ... Markov
ladnc mar staciondriusnak tekinthetd (tagjainak eloszidsa mar kdzelitdleg
megegyezik a posterior eloszldssal), akkor az ergodikussag azt jelenti,
hogy a

N
A 1
fiv = NZ,f(q")

trajektoria-atlag olyan £, dllanddhoz tart, amely nem figg o
d1, G, -, qn, .. Trajektoriadtol. Ebben az esetben megmutathato, hogy a
trajektoria-atlag megegyezik a teljes paramétertéren vett atlaggal,
azaz

En(f) — foo-
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Amennyiben a Q paramétertér dimenzidja nagy (pl. random hatdsos
modellek esetében), akkor az MCMC ftrajektdria a parametertérnek
geometriailog csak kis részét képes bejarni véges (gyakorlatban
elfogadhatd szadmu) iteracioval. A dimenzid ndvekedésével ui. a tér
egyre nagyobb része lesz ,,kUlsd, periférikus”, nehezen feltarhatd:

________________

(a) (b) (c)

F1G 2. The dominance of volume away from any point in parameter space can also be seen from a spherical
perspective, where we consider the volume contained radial distance 6 both interior to and ezterior to a
D-dimensional spherical shell, shoun here with dashed lines. (a) In one dimension the spherical shell is
a line and volumes interior and exterior are equivalent. (b) In two dimensions the spherical shell becomes
circle and there is more volume immediately outside the shell than immediately inside. (c) The exterior
volume grows even larger relative to the interior volume in three dimensions, where the spherical shell is
now a the surface of a sphere. In fact, with increasing dimension the exterior volume grows exponentially
large relative to the interior volume, and very quickly the volume around the mode is dwarfed by the volume
away from the mode.
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Szerencsére a Q téren értelmeztUnk egy w(g) valdszinUseqi
sUruségfuggvenyt, igy (patologikus, a gyakorlatban nem l|ényeges
esetektdl eltekintve) a paramétertér geometriailag tavoli tartomdanyai
szUkségképpen kis valoszinUséguek. Akarmilyen nagy dimenzids is a tér,
egyértelmien létezik, behatdarolhatoé egy korldtos részhalmaza, aminek
1-hez kozeli a valdszinUsége. Ezt a térrészt tipikus halmaznak nevezzUik.

m(q) dq

W, T

19 - Gpode!

F1G 3. In high dimensions a probability density, w(q), will concentrate around its mode, but the volume over
which we integrate that density, dq, is much larger away from the mode. Contributions to any expectation
are determined by the product of density and volume, w(q) dq, which then concentrates in a nearly-singular
neighborhood called the typical set (grey).
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A tipikus halmaz bdr korldtos, jellemzden sokkal bdvebb, mint a w(q)
sUrUségfuggvény maximumhelyének (a moduszadnak) a lokdlis
kornyezete. A frekventista likelihood-eiméletben elegendd a maximum
likelihood becslést (az eloszlas mdduszanak becslesét) meghatdarozni, a
Bayes-i MCMC modszerek a tipikus halmaz megismerésére iranyulnak.

Fic 4. In high-dimensioncl paramcter spaces probability mass, w(g) dg, and hence the dominant contribu-
tions to erpectations, concentrates in o neighborhood called the typical set. In order to accurately estimate

erpectations we have to be able to identify where the typicol =et lies in parameter space so that we can focus
our computational resources where they are most effective.
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A tipikus halmaz megismerése harom fazisra bonthaté: (a) az MCMC
iterdciok elérik, (b) kortlhataroljak, (c) részletesen és pontosan feltarjak.

GUIT SPUDRO] CICIDILER

SUET SuUopy weye scuopy s fo uenoasd ay fuenpas foepoef per poeddy s jo gimiep auow sauosdds
1 FENEUST NP AOUE P Y Y (2] STLmIor s ol Fuoiay £ My pur ssynung fppadoe mosg

ropn F Cn ubnon wnelor gl sy sayoa pop 1as poopdis o ppupl wrogs aojuEay s sown Sl creeong
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Idedlis esetben az elsd két fazis a bemelegitd (warmup) iterdcidk sordn
megtorténik, az iteracidk eloszlasa eléri a posterior eloszlast. A harmadik
fazisban az iterdcidk konvergdalnak a posterior eloszldshoz, teljestl az
ergodikussag (ami a nagy szdmok torvényével analdg), tovdbbd az

. V4 4 . V4 A 1 V4 oo sy r 7 ge
iteraciokkal kiszamolt fy = ~ N_of(q,) datlagok kozelitéleg normadlis
eloszlasuva valnak (ami a kdzponti hatdreloszldstétel megfeleldje).

Patologikus esetek legtdbbszér akkor adddnak, ha a n(q)
sUrUsegfuggvény (ami ardnyossagtol eltekintve a likelihood és a prior
szorzata) a paramétertér valamely kis kdrnyezetében lokdlisan nagyon
vdltozékony (nagy a (q) gorbilete). llyenkor az iteracidk a patologikus
kornyezetet elérve beragadhatnak,

csapdaba kerUlnek, amibdl csak sok iteracios

lépés utdn szabadulnak ki.
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Példa (random hatds centrdlt paraméterezése):

parameters {
real mu_beta;
real<lower=0> sigma;
vector[K] beta;

model {
mu_beta ~ normal (0, 10);
sigma ~ cauchy(0, 5);
beta ~ normal (mu_beta, sigma); // vektorizalt (mind a K)

Amikor sigma éppen kicsi, akkor beta iterdlfjai csak kicsit valtozhatnak.
Ebben a (sigma, beta) kdrnyezetben a likelihood extrém nagy gdrbuletd.

Ugyanez nemcentralt paraméterezéssel (sigma és beta_raw nem
kapcsolddik dssze):
vector[K] beta_raw;
real<lower=0> sigma;
transformed parameters {
vector[K] beta;
beta = mu_beta + sigma * beta_raw;
model {
sigma ~ cauchy(0, 5);
beta_raw ~ std_normal();

Lang Zsolt
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Az MCMC-iteraciok konstrudlasakor elsdre talan ugy gondolnank, hogy
a parameéterteret a mw(gq) valdszindsegi suruségfuggveény (illetve a
likelihood x prior) gradiense (m(q) leggyorsabb valtozasanak iradnya)
mentén érdemes feltérképezni. Ezzel a modszerrel azonban a
moduszhoz konvergdinak az iterdciok (mint a maximum likelihood-nal):

Fic 13. The gradient of the target probability density function encodes information about the geometry of
the typical set, but not enough to guide us through the typical set by itself. Following along the gradient
instead pulls us away from the typical set and towards the mode of the target density. In order to generate
motion through the typical set we need to introduce additional structure that carefully twists the gradient

into alignment with the typical set.
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Annak érdekében, hogy a fipikus halmazban maradjunk, @
gradiensekre nagyjabdl ortogondlis pdalyan kell tartani az iteracidkat.
Mintha a mddusz, mint bolygd kérll egy mUhold keringene. A miUholdat
a sebessége (impulzusa) tartja stabil roppdlydn.

Fic 17. When we introduce ezactly the right amount of momentum to the physical system, the equations

describing the evolution of the satellite define a vector field aligned with the orbit. The subsequent evolution
of the system will then trace out orbital trajectories.
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A Hamilton Monte Carlo modszer alapdtlete, hogy a n(g) eloszidshoz és
a g paraméterhez értelmezink egy p impulzust, €s a Markov lancot a Q
paramétertér helyett a (gq,p) pdrokbdl dlld fazistéren értelmezzik. A
fazistérre kiterjesztjuk a m(q) céleloszlast, igy nyerjuk @

n(q,p) = n(plq) - ©(q)
kanonikus eloszlast.
Ha a Q paramétertér D dimenzidos (azaz D szdmU paraméter van a

modellben), akkor minden dimenziohoz (parameterhez) ertelmezink
egy-egy impulzust. Igy a fazistér 2D-dimenziods lesz.

A kanonikus eloszidsnak a Q téren a margindlis eloszidsa a mw(q)
céleloszlds, igy a fazistéren iterdlt trajektoriat Q-ra vetitve feltarjuk a
paraméterteret:

Fic 19. By constructing a probability distribution on phase space that marginalizes to the target distribution,
we ensure that the typical set on phase space projects to the typical set of the target distribution. In particular,
if we can construct trajectories that efficiently explore the joint distribution (black) they will project to
trajectories that efficiently explore the target distribution (green).
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A fizikai analdgidat folytatva, a mdhold akkor marad stabil réoppdlydn, ha
energidja dllandd. Konzervativ fizikai rendszerekben (ahol a helyzeti és
mozgdsi energia 0o6sszege dallandd) értelmezik az Un. Hamilton-
fOggvényt, ami a kétféle energia dsszege. A Hamilton-fUggvény
megaddsa kijeldli azokat a trajektdridkat, amelyek mentén az energia
Allandd marad.

A fdzistér m(q, p) kanonikus eloszldsahoz rendeljik hozza o
H(q,p) = —logm(q,p)
Hamilton-fuggvényt. Ez természetes mddon felbomilik
H(q,p) = —logm(plq) —logm(q)

alakura, ahol K(p,q) = —logm(p|qg) a kinetikus energia, V(q) = —logn(q)
a potencidlis (helyzeti) energia.
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A fazistéren a (q(t),p(t)) trajektdridkat a

dq 0H 0K
at~ "op op
dp 0H oK dV
E:_Ez_aq_aq

Hamilton-egyenletek definidljak.

Tétel: A trajektoriak mentén a H Hamilton-figgvény értéke (az energia)
allando.

Bizonyitdas: A Hamilton-fuggvény idé szerinti derivdtja
dH oH 0H ~ 0H 0H 0H oH _
at g Y9 P90 o " ap aq

ezért H(t) nem fUgg az eltelt t idotal.
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A Hamilton Markov dllapotvaltas a fazistérben hdrom [épésben torténik.

1. Annak érdekében, hogy a paramétertérbdl a fazistérbe jussunk, @
g parameéterhez kisorsoljuk a p impulzust: p~m(p|q).

2. A fdazistérben valamennyi ideig kiintegrdjuk a Hamilton-
egyenleteket (azaz meghatdrozzuk a (q(t),p(t)) folytonos
idoskdlds gorbét).

3. A gorbe végét (a végso allapotot) visszavetitjiik a paramétertérbe

/"

P

Fic 20. Every Hamiltonian Markov transition is comprised of a random lift from the target parameter space
onto phase space (light red), a deterministic Hamiltonian trajectory through phase space (dark red), and a
projection back down to the target parameter space (light red).
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A fazistér természetes geometridja

A Hamilton-trajektdériak mentén dllandd az energia, ezért minden
trajektoria teljes egészében hozzatartozik valamelyik

H™'(E) = {q,p|H(q,p) = E}
energiaszint-halmazhoz. A legtdbb gyakorlatban fontos alkalmazdasban
az energiaszint-halmazok ,sima” és korlatos, koncentrikus 2D — 1-
dimenziods feliiletekre bontjak a fazisteret:

N

p

Fic 21. Phase space naturally decomposes into level sets of the Hamiltonian, H ' (E). Instead of specifying
a point in phase space with its position and momentum, we can specify it with an energy, E, and its position
on the corresponding level set, g € H Y E).
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Allitds: A fazistér kanonikus eloszldsa eleget tesz a

n(q,p) = n(0g|E) - w(E)
mikrokanonikus felbontdsnak. Az energiaszint-halmazokon értelmezett
(0 |E) feltételes eloszldsok neve mikrokanonikus eloszlds.

A Hamilton-Markov dtmenet Ugy is elmondhatd, hogy a fazistérbe lépés
(1) utdn kisorsolunk egy energiaszintet és ezen maradva a Hamilton-
egyenleteket kiintegrdljuk (elrepUlUnk a fazistér mdsik részébe) (2), majd
az érkezési dllapotot visszavetitjilk a paramétertérbe.

/_ \\ /‘_ \\
4 4

- q

q

P P
(a) (b)

Fic 22. (a) Each Hamiltonian Markov transition lifts the initial state onto a random level set of the
Hamzltonian, which can then be explored with a Hamiltonian trajectory before projecting back down to the
target parameter space. (b) If we consider the projection and random lift steps as a single momentum
resampling step, then the Hamiltonian Markov chain alternates between deterministic trajectories along
these level sets (dark red) and a random walk across the level sets (light red).
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Az iteracidkat az ide-oda vetitgetés helyett vizsgdlhatjuk magdn a
fazistéren is. Ekkor egy-egy Iépés az energia véletlen sorsolasabdl és az

energiaszinten maradva egy gorbén vald  determinisztikus
elmozduldsbdl (utazdsbdl) dll.

Az iterdciok lassuak, ha a n(E|q) feltételes energiaeloszlds sokkal
keskenyebb, mint a w(E) margindlis energiaeloszlds. Idedlis esetben

n(E|q) ~ n(E) vagyis az energiaeloszlas figgetlen a g¢q aktudlis
paramétertol.

n(Elq) n(Elq)

E-<E> E - <E>
(a) (b)

Fic 23. The momentum resampling in a Hamiltonian Markov transition randomly changes the energy, in-
ducing a random walk between level sets. (a) When the energy transition distribution, w(E | q) is narrow
relative to the marginal energy distribution, w(E), this random walk will explore the marginal energy dis-
tribution only very slowly, requiring many expensive transitions to survey all of the relevant energies. (b)

On the other hand, when the two distributions are well-matched the random walk will explore the marginal
energy distribution extremely efficiently.
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A w(E|q) parameétertdl fuggd feltételes energiaeloszlids és a w(E) teljes

fazistéren vett energiaeloszlds eltérését mérhetjik a hidnyzo informacid

Bayes-i részardnydval (Bayesian fraction of missing information):
E.lVar(E|q)] — _ Zg=1(En - En—l)z

E—BFMI = ~ E — BFMI ——,
Var(E) N _o(Ep — E)?

ahol Ey, E4, ..., Ey, ... @ Markov-lanc energiaszintjeinek a sorozata. Ha ez
0.3 alda keril, akkor a tapasztalatok szerint a Markov Idnc t0l lassan jarja
be a fazisteret.
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A kinetikus energia optimalizasasa

Ha a paramétertéren valamilyen skdaldn értelmezzik az euklideszi
tavolsagfogalmat, akkor ezt egy alkkalmas M skaldzd matrixszal atf lehet
vinni az impulzusokra is, ha a paramétert és az impulzusat skaldzo
matrixok egymas inverzei (l. részletesen a Betancourt-dolgozatban).
Ebben az esetben n(p|q) = N(p|0, M), azaz O varhatd értékd (tébbdim.)
normalis, és az Euklidesz-Gauss kinetikus energia

1 1
K(q,p) = EpT M~1t.p+ > log|M| + const.
Ekkor ,jo" energiamegmaraddshoz jutunk, azaz ,szép” energiaszint-
halmazokhoz. Altaldnosabb esetben a p impulzus kovariancidja fugghet
a q paramétertdl, m(p|q) = N(p|0, M(q)). Ekkor kapjuk a Riemann-Gauss
kinetikus energiat,
1 1
K(q,p) =5p" - M7 (q) - p + 5 - logIM(q)| + const.

Az ennek megfeleld6 HMC neve Riemann-Gauss Monte Carlo mddszer
(Girolami & Calderhead 2011).

Lang Zsolt



Bayes-i modellek — KBT, 2019. november 29. 33

A Hamilton Monte Carlo modszer implementdldsa

Az energiaszint kisorsolasa utdn a trajektoriat egy differencidlegyenlet-
rendszer numerikus megolddsa szolgdltatja. Ez azonban sok esetben
pontatlan, kuUlonosen, ha a céleloszlds gorbulete nagy. Az Un.
szimplektikus integrdatorok (melyek koézU0l az rstan a leapfrog —
békaugrds — integrator-t alkalmazza) megtartjdk a Hamilton-fUggvénvyt,
igy atflagosan nem térhetnek el messze a pontos trajektoriatol.

A posterior eloszldst pontosan elérhetjik, ha a numerikusan integrait
trajektoriat csak egy javaslatnak tekintjik, melynek elfogaddsarol a
Metropolis-Hastings algoritmussal dontunk. Az R-ben az elfogaddsi
valoszinUséget az iteraciok elsd (adaptacios, bemelegitd) szakaszdban
dllitja be a stan, de mi is befolydsolhatjuk a control paraméter
bedllitasaval.

A kiintegrdlt trajektoridkbdl eldre adott (az adaptdcios szakaszban
megfelelben bedlliitott) egyforma (ekvidisztans) Iépéskozzel értékeket
vdlasztunk. Ezek lesznek a Hamilton Markov ldnc (HMC) egymast
koveto elemei.
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Tovabbi optimalizaciok

A leapfrog integrdldasi szakaszokat kdtegelve hajtja végre az algoritmus:
ha madr van egy n leapfrog-bdl alld trajektdriank, akkor ehhez Ujabb n
lépéses leapfrog-szakaszt ragasztunk, eldbb kisorsolva, hogy o
trajektoria melyik végét hosszabbitsuk meg, azaz hogy idében eldre,
vagy iddben visszafelé haladjunk. Ezt csindljuk egymas utdn tfreedepth
alkalommal. Ezek szerint a treedepth és a leapfrog paraméterek kozott
nagyjabdl a

leapfrog — Ztreedepth

osszefiiggés dll fenn.
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No U-turn sampler (NUTS)

Ez a jelenleg legjobbnak tartott HMC algoritmus. Szabdlyt ad arra, hogy
meddig hosszabbitsuk a trajektoridkat. Cél, hogy egymastdl minél
tavolabb kerllienek a fazistérben az Uj iteracidk, de ne tul tavol, azaz a
trajektéria a két végén éppen kanyarodjon visszafelé. Igy egy-egy
trajektdria kb. az energiaszint felét jarja be. A szerzbk (Hoffman &
Gelman 2014) a visszakanyaroddst Ugy definidljdgk, hogy a trajektoria a
kezdetét és végét osszekoto szakasszal zarjon be hegyesszoget:

q+(t)

e’ P+ ('E']

Fic 42. (a) When the No-U-Turn termination criterion is not satisfied, expanding the trajectory in ei-
ther direction typically extends the trajectory further across the energy level set (grey) towards unezplored
neighborhoods. (b) When the No-U-Turn termination criterion is satisfied, however, further expansion typi-
cally contracts the boundaries of the trajectory towards each other and neighborhoods that have already been
explored. Stopping when the No-U-Turn termination criterion is just satisfied typically ensures that each
trajectory efficiently explores about half of the energy level set. Although this can be too aggressive, it works
well empirically and is far superior to any scheme with only a static integration time.
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Képlettel a No-U-Turn megallitasi kritérium (Euklidesz-Gauss Monte
Carlo esetén):

p+ ()" - (CI+(t) — CI—(t)) <0
és ugyanakkor

p-(O7 - (q-() —q+(®) < 0.
(Riemann-Gauss Monte Carlo esetén annyiban modosul a feltétel, hogy
a q.(t) —q_(t) vektort az impulzusok trajektdria menti integrdljaval
helyettesitjuk.)
Az aldbbi link a kblonféle MCMC algoritmusok mukddését demonstrdlja.

https://chi-feng.github.io/mcmc-demo/app.himl#RandomWalkMH,banana

JO kiserletezest!
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