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Bevezetés

Fajok kozosségét vizsgaljuk. Sok faj van, az egyedek szdma
gyakorlatilag végtelen. Az egyedekbdl véletlen mintat veszunk.
Kérdés, a mintaban van-e, el6fordul-e a kozosség minden fajabol
egyed? Ha nem, akkor mennyire fedik le a mintaba kerult fajok
a teljes fajkdzdsséget? Altaldban, hogyan jellemezhet6 a minta
alapjan a kozosségben a fajok gyakorisagi eloszlasa?

A most ismertetendd eljarast eredetileg a Il. VH-ban a német
ENIGMA kdédjanak feltorésére fejlesztették ki. Az ENIGMA-hoz
naponta valtoztathatd koédtablazatok tartoztak, amik 9
yalaptablazat” specialis atkodolasaval jottek létre. Turing az
alaptablazatban szerepl6 kodok gyakorisagi mintazataval
igyekezett beazonositani az adott napon hasznalt tablazatot
(Good 2000).

Els6sorban Good (1953) publikaciojat kovetjik.



Néhany jelolés
A minta nagysaga legyen N.

A populacioban lévé fajok szama S, ezt a szamot nem ismerjuk,
de feltesszik, hogy véges.

A fajok populacids részaranya p,, p,, ..., Ps, €zeket sem ismerjik.



A kérdés pontosabban

Az N elemd minta alapjan becsiljik meg a kovetkez6t. Mi annak
a valoszinlisége, hogy egy ujonnan kivalasztott egyed faja mar
szerepel a mintaban?

Ez a valdszinliség a minta Good-Turing-féle lefedése (Good-
Turing sample coverage).

(Matematikailag konnyebben kezelhetének tilnik annak az
eseménynek a valoszinlsége, hogy az Uj egyed faja még nem
szerepel a mintaban.)



A gyakorisagok gyakorisaga

Nevezzik singleton-nak az olyan fajt, amelyik pontosan egyszer
fordul el6 a mintaban. A mintaban l|évd singleton-ok szamat

jeldljak n,-gyel.

Legyen doubleton a neve az olyan fajoknak, amelyek pontosan
kétszer fordulnak el6 a mintaban. A mintaban lévé doubletonok
szamat jeldljik n,-vel.

Altaldban vizsgaljuk azokat a fajokat, amelyek pontosan r
egyeddel vannak jelen a mintaban. Legyen a szamuk n. Ha r=1,
akkor ezek a singleton-ok, ha r=2, akkor a doubleton-ok. Ha r=0,
akkor ny a mintaban nem szerepl6 fajok szama.



Két osszefligges

Az egyik ngtn +...+n +...=S.

A masik 1-n;+2-n, +...+r-n +...=N



Aq,

Valasszunk ki egy olyan fajt, amihez r szamu egyed tartozik a
mintaban. Legyen ennek a fajnak a populacids részaranya q,. Ez a

részarany valdszinliségi valtozo, mert flgghet a kivalasztott fajtol.
Modellezni fogjuk az eloszlasat.

A g, relativ gyakorisagos (maximum likelihood) becslése a
mintabdl
r/N.

Ez a becslés azonban nem kielégit6. Az r=0 esetben pl. O-t ad.



A fo eredmények

A q, varhato értéke kozelitbleg
Eq,=r*/N,
ahol

r*=(r+1)-n.../n..
A mintaban r egyeddel szereplé fajok egylttes populacios
részaranyanak kozelité varhato értéke ez alapjan
n. Eq, =(r+1) -n.,/N.

A mintaban nem szerepl6 fajok egylttes populacios
részaranyanak kozelit6é varhato értéke

n,/N.



Altalanositas

g, m-ik momentuma
E(q,™)=(r+m)™/N™n,./n,,
ahol

t(m)=t -(t-1)-... - (t-m+1).

Itt r=1,2,3... és m=0,1,2,....



Bizonyitas .

El6sz6r megmutatjuk, hogy g, varhato értékét elég megismerni
r>1 esetén.

A mintaban legalabb r>1 egyeddel szerepl6 fajok egylttes
populacids részaranyanak kozelit6 varhato értéke

N-1{(r+1)n  +(r+2)n ,+..}.

r+1

Specialisan, a mintaban legalabb 1 egyeddel képviselt fajok
egyuttes populacids részaranya

N-1{2n,+3n,+...}=1-n,/N,
mivel
1-n;+2:n, +...4r-n +...=N.

Tehat a varhato érték képlete r=0-ra is érvényes.



Bizonyitas Il.

Az n_varhato érteke felirhato az
En(n)=Cy 2P (1-p N7
alakban.
Specialisan
En(ng)= 2 (1-py)™.

Nem ismerjuk azonban a fajok p,,p,,...ps populacios részaranyat.



Bizonyitas lILI.

A mintabeli r megfigyelt el6fordulas likelihoodja

P(r el6fordulas a mintaban|qg,=p,) = Cy 'p, -(1-p, )"

A faj kivalasztasanak a priori valdszinliségét modellezziik 1/S-sel
(nem informativ prior).

Ebben a modellkdrnyezetben q, posterior eloszlasa aranyos a
likelihooddal

P(a,=p,|r eléfordulds a mintaban|) « p," -(1-p, )N



Bizonyitas IV.

A posterior eloszlassal ki tudjuk szamolni q, posterior
momentumait:

E(g,"|r el6fordulas)= 3, p ™ -(1-p )N/ 3.0, -(1-p )N

Vegyuk észre, hogy ennek részei nagyon hasonlitanak az n,
varhato értékére:

EN(nr)= CN,r.kakr .(1_pk)N_r'
Behelyettesitéssel kapjuk, hogy

E(g,™|r el6fordulas)= (r+m)™/(N+m)m -E., (n..)/Ey(N,).

A varhaté értékeket a mintaban megfigyelt n.,  és n_értékekkel
kozelitve megkapjuk a bizonyitando osszefliggéseket.



Heurisztika

Képzeljik el, hogy az N elem{ mintat az egyedek egymas utan
torténd kisorsolasaval kaptuk. Ha a mintahoz hozzavesziink egy uj
egyedet és ennek faja a mintaban addig nem fordult eld, akkor az
Uj mintaban az egyed faja singleton lesz.

A mintaban nem szerepld faju egyed kivalasztasanak eseménye
egy singleton létrejottét jelenti. Ennek valdszinlségét a relativ
gyakorisaggal becsulve jutunk a mintaban nem szerepl6 fajok
részaranyanak

n,/N
becsléséhez.

Megjegyzés: a singletonok tartéosan csak nagy N mellett, a
mintavétel vége felé maradnak meg, amikorra mind N, mind n,
mar ,elég stabil”. (Az elején egy singleton gyorsan doubletonna
valtozik).



Megjegyzések

“* Ha n;=0, azaz nincs a mintaban singleton, akkor a Good-Turing
elmélet szerint azt jésoljuk, hogy mar minden faj szerepel a
mintaban.

% Az n,/N becslés atlagnégyzetes hibaja nagy N-re < 1/N (Robbins
1968).

s Az 6kolégiai mellett sok lingvisztikai alkalmazas is |étezik.
% Az n,, n,, ... gyakorisagokat szokas simitani

** Chao és mtsai (1987, 2012) javitottak a becslésen:
n,/N-(N-1)-n,/[(N-1)-n;+2-n,],

ha n,;>0 és n,>0.



Kitekintés, altalanositas

s Az elméletet és finomitott valtozatait alkalmazzdk a kozosség
fajeloszlasanak pontosabb becslésére. Chao és mtsai a fajok
rangszam szerint csokkené mdédon rendezett relativ gyakorisagait
(rank abundance distribution of species) modellezték a
modszerrel (Chao et al. 2015)

s A fajok részaranyabdl szarmaztatott mennyiségek, pl. a Shannon
entropia becslése is javithatd a mintaban nem el6fordulo fajok
figyelembe vételével (Chao et al. 2013).

** Annak ellenére, hogy régi otletrél van sz6, a témakort ma is
intenziven kutatjak, fejlesztik.
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